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1. Nejdrive predpokladejme, Ze existuje vlastni limita, tj.
lim a, =: L € R.
n—oo

Potom ovsem muzeme pouzit rekurentni vzorec a vétu o limité souctu a sou-
¢inu a odvodit, ze

Ly @410 L2410
= 11m an = 111m =
n—oo M1 n—00 11 11

a tedy nutné musi platit
0=L>-11L+10= (L —-10)(L-1) = L=1,10.

Pokud tedy existuje vlastni limita, pak mame dvé moznosti.

Nyni se budeme vénovat tomu, kdy limita existuje. K tomu vyuzijeme znalost
toho, ze monoténi posloupnost ma vzdy limitu a pokud je posloupnost ome-
zend, tak je limita vlastni. Vypoctem nékolika prvnich bod mtzeme dojit k
doménce, ze posloupnost bude klesajici a zdola omezena.

Nejdiive se soustfedime na to, kdy mize byt dana posloupnost omezena.
Okamzité vidime, ze a, > 0, n € Ny. Protoze ale je bod 1 moznou limitou,
uvazujeme a, € (1,10) a zajimé nés, kdy

Ap41 > 1.
To muzeme upravit (pro a, > 0) jako

a? + 10
n >1 &= al>1 < a,> 1.

Qpt1 > 1

Ihned tedy vidime, Ze (pomoci matematické indukce)
(ap € (1,10)) = (Yn€N:qa, > 1).
Déle nas bude zajimat, kdy
An+41 < an
Pouzitim rekurentni formule mame

az +10
11

Up1 < @, = <a, <= (a,—10)(a,—1) <0 <= a, € (1,10).

Vidime tedy (s vyuzitim pfedchoziho kroku), ze pokud g € (1, 10), pak bude
celd posloupnost klesajici a musi tedy mit limitu (mozno i nevlastni).



Celkem dostavame
ap € (1,10) = {a,},>, je nerostouci a omezena zdola 1.

Konecné muzeme pouzit vétu o limité monotoni posloupnosti a vidime, zZe
pokud ag € (1,10) pak je posloupnost monoténi a omezend a ma tedy vlastni
limitu. Na vybér médme pouze 1 a 10. Nicméné vidime, ze pokud a, € (1,10)
pak je posloupnsot klesajici a tedy limita musi byt rovna jedné, tedy

ap € (1,10) = lim a, = 1.

Y ey e
f(x).—\/gﬂ/l (|lx| — 2| - 1)

Funkce je suda. Defini¢ni obor druhé odmocniny jsou nezédporna ¢isla a tedy
musi platit, ze
1—(l|lz] =2| = 1)* <z € [—4,4].

Méame tedy Dy = [—4,4]. Funkce je na svém definicnim oboru jisté spojité.
Pro pozdéjsi ucely je dobré si vSimnout, kdy
1— (x| =2 =1)?=0& 2 € {-4,-2,2,4}.

Daéle spocteme prvni a druhou derivaci. Uvazujeme x # —4,—2,0,2,4
sy sgnx (|Jz] — 2] —1)(sgn(|z| —2))sgnz
f (I’) - \/3 o 2

V1= (el =2 - 1)

—2|—1)° 1

ey =l =2 =1

(1= (lle] =2/ =12 /(L= (]| = 2| = 1)?)
1

(1= (Ile] =2/ = 1)2)*

Jesté spocteme jednostranné limity prvni derivace ve vyznacnych bodech.

lim f'(z)=— lim f'(z) = -0

$—>—4+ r—4_
+1 —-2|-1
lim f'(z) = —= £ lim (el =211 _ +oo
o V3 1 (el -2 - 12

lim f(z) = lim f'(z) = +oo.

=24 T——24

Vidime tedy, Ze prvni a druhé derivace (popf. jdednostrand) neexistuji v bo-
dech x = £4, +2,0. Navic evidentné f” < 0 vSude, kde je definovand a tak je



f na kazdém z intervali, kde existuje druhéd derivace konkavni. Uréime jesté
nulové body prvni derivace.

o) — 0 L _ (el =21~ Disane] ~2)

V3 V1= (] =2 —1)2

1= (2] — 2| = 1)° 1
— = (|lz] = 2] =1)* & 5 =[]z = 2| - 1].
3 2
Posledni rovnost mé néasledujici feseni |x| = %,%, g,% Protoze jsme vsSak

pouzili neekvivalentni ipravu, vidime, ze ptivodnimu zadani odpovidaji pouze
|£E| = 519"
272
Navic vidime, ze
fl(@) >0 ze(—4,-Hu(-2
Funkce f je tedy rostoucl na intervalech (—4, —%) u(-2, —%) u (0, %) U(2, %) a
klesajici na (—1, —=2)U(—=3,0)U(2,2)U(Z,4). V bodech +4, +2 a 0 jsou lokaln{
minimima a v bodech j:% a j:% lokalni maxima. O globdlnich extrémech
rozhodneme porovnanim funkénich hodnot.

) =2 fE2) =%, f(0)=0,
fED =B, f(ED) =22

Globalni minimum je tedy nabyvano v bodech :l:% a je rovno %, globalni

minimum je 0 a nabyva se v bodé 0. Obor hodnot je tedy Hy = [0, %ﬁ]






